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86. Methode zur Bestimmung der Elektronenformel
organischer Verbindungen II

von 0. Klement.
(14. IIL. 53.)

In dem ersten Teil dieser Arbeit!) wurde ein Niherungsverfahren
zur Berechnung der Elektronenverteilung organischer Molekeln an-
gegeben. Es besteht im wesentlichen darin, dass das Produkt y¢* der
Eigenfunktion nullter Niherung im Rahmen der zuerst von Heitler-
Rumer?) verwendeten Valenzmethode ermittelt wird. Die vollstindige
Berechnung auf Grund aller Elektronen ist allerdings meistens recht
kompliziert, deshalb wurde in (I) nur der ¥all von Systemen, bestehend
aus lauter einvalentigen Atomen, behandelt. Organische Molekeln kén-
nen hiufig durch solche einfache Modelle approximiert werden. In den
meisten Féllen geniigt aber diese Niherung nicht, und man ist ge-
zwungen, die Elektronenverteilung trotz Komplikation entweder voll-
stindig zu berechnen oder sie wenigstens durch vollstindigere Modelle
zu approximieren. Diese enthalten dann eine grossere Zahl von Elek-
tronen als diejenigen Modelle, die aus einvalentigen Atomen bestehen.

Es soll hier die Berechnung der Elektronenverteilung fiir diesen
allgemeineren Fall entwickelt werden, also fiir den Fall von Systemen
bestehend aus ein- und mehrvalentigen Atomen. Die Elektronenfor-
meln wurden in (I) durch zwei Indices: Atomindex und Bindungs-
index definiert. Es wird sich zeigen, dass die in (I) angegebenen Aus-
driicke fiir die Atom- und Bindungsindices formell sich nur wenig von
dem hier behandelten allgemeineren Fall unterscheiden.

Betrachten wir also eine Reihe von Atomen A, B, C, ..., H mit
mehreren Valenzelektronen (natiirlich konnten unter ihnen auch sol-
che mit nur einem Elektron vorkommen). Die entsprechenden Eigen-
funktionen dieser Atome sollen wie folgt bezeichnet werden:

A: un(1,2,3,...,0,)
B: up(ny+1,n,+2, ..., 05+1ny)
C: ue(ng+np+1,...,n+0p+n¢) (1)

CH: et nnt gt L o g 4 ngd nm)
Die Zahlen 1, 2, 3, ... sind hier Abkiirzungen fiir die drei Orts-
koordinaten der betreffenden Elektronen, wihrend die Anzahl Valenz-
elektronen der Atome A, B, ..., H bzw. durch n,, n,, ..., n, gegeben

1) O. Klement, Helv. 34, 1368 (1951), (im folgenden mit (I) bezeichnet).
2) W. Heitler, Quantentheorie und homdopolare chemische Bindung, Hdb. der Ra-
diologie, Bd. VI/2, 2. Aufl. (1934), (im folgenden mit (HR) bezeichnet).
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sind. Die Elektronen sind durchgehend numeriert worden. Die Summe
der Valenzelektronen der ganzen Molekel soll mit n bezeichnet werden,
es wird also n, +-n, +n,+---+n, —n sein.

Die einzelnen Atomeigenfunktionen u,, u,, ..., u, sind antisym-
metrisch in allen ihren Iilektronen. Aus Zweckmissigkeitsgriinden wol-
len wir sie in der bekannten Determinantenform schreiben.

vl(l) V1(2) e V1(na)
w2 = D ) ®
T () Vi) . V(g

Die Atomeigenfunktion u,(1, ..., n,) wurde hier aus Einelektron-
eigenfunktionen v (i) aufgebaut. Diese seien orthogonal und normiert.
Die Zahlen in den Klammern bedeuten wiederum die drei Ortskoordi-
naten, wihrend die Indices 1, 2, ..., n, als Abkiirzungen fiir die drei
Quantenzahlen des betreffenden Quantenzustandes zu betrachten sind.
1/Y/n,! ist der Normierungsfaktor. Entsprechende Determinantenaus-
dritcke gelten fiir die anderen Atomeigenfunktionen u,, u., ..., u,.

Die Molekeleigenfunktionen v, . . werden nun aus diesen
antisymmetrischen Atomeigenfunktionen aufgebaut, indem man sie
mit den entsprechenden Spinfunktionen erginzt, ihr Produkt bildet
und das Ganze in die vom Pauli-Prinzip geforderte antisymmetrische
Form bringt. Nach (HR) ist die antisymmetrische Molekeleigenfunk-
tion durch (3) gegeben.

ny ! np! np!
Yab be, ... = ]/ a - Eﬁunﬂ(l, 2, .ong)upMa+1, ..., ngny) ...
! )

... [AB]Pab [BCVbe . .. (3)

Da zu dem niedrigsten Eigenwert mehrere Molekeleigenfunktio-
nen (3) gehoren, wird man im Rahmen der Storungsrechnung auf die
Eigenfunktion nullter Niherung (4) gefithrt werden, wo v, s, ..., ¥,
unabhingige Eigenfunktionen der Forni (3) bezeichnen.

Y = Cp Y1+ O Yok oo+ Cp . (4)

Die Berechnung der Kocffizienten ¢, erfolgt sowohl fiir einvalen-
tige als auch fiir mehrvalentige Atome nach der in (HR) oder (I) an-
gegebenen Methode von Heitler.

Zur Bestimmung der Elektronenverteilung bilden wir nun 2, wo-

bel man Produkte vom Typ #, v, zu berechnen hat. Fiir einvalentige
Atome sind sie durch (5) gegeben:

1k = K (@1 ¢1) —[San (@1 Tap 1) + Obe (@1 Toe @)+ -] (5)

Hier reprisentieren ¢;, ¢, die in den Molekeleigenfunktionen (3)
vorkommenden Spinfunktionen der Form ¢, =[AB][CD][EF]..., wih-
rend T,,, T}, ... Austauschoperatoren hezeichnen, die die Elektronen
der Atome A und B bzw. B und C usw. miteinander vertauschen. Die
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Werte von K, 8,,, O, --. werden im Falle einvalentiger Atome durch
(6) bzw. (7) gegeben.

K = u2(1) up2(2) ucX(3) ... un¥(n) (6)
dan = Ua(1) u ( ) a(2) up(1) uck(3) ... up?(n) )
Ope = Ua?(1) up(2) ue(3) un(3) uc(2) ... up*(n)

Der Ausdruck (5) kann auch fiir Molekeln aus mehrvalentigen
Atomen verwendet werden, falls man die entsprechenden Erweiterun-
gen vor Augen hilt. Beachten wir zu diesem Zweck die Bedeutung der
verschiedenen Komponenten der Gleichung (5).

Das Produkt zweier Molekeleigenfunktionen vom Typ (3) ergibt
Wi Yk = Z ’Iyq(lla Up ... Uy Q Ny Up ... uh) ((pi Q (pk) . (8)
Q

Die K, 6,5 6y, ... reprisentieren Produkte der ersten Klammer.
Ist Q gleich der Identitit 1, so wird nicht permutiert, und wir erhalten
einen der Beziehung (6) entsprechenden Ausdruck (9), der sich von (6)
nur dadurch unterscheidet, dass u,, u,, ..., 1, Funktionen von meh-
reren Elektronen sind.

K =ug2(1, 2, ..., 05) upX(na+1, ..., na+np) ... up?(..., g+ === +0p) . 9)

Ausser der Identitit gibt es Permutationen, die zwei Elektronen
verschiedener Atome vertauschen. Nur noch diese wollen wir betrach-
ten, alle anderen sollen vernachlissigt werden. Falls also Q=T,,,
Q="T,, ... ist, entstehen der Gleichung (7) entsprechende Aus-
driicke (10):

Oap == ug(l, ..., Dy) up(ny+1, ..., ny+Nyp) ... up(..., g+ **++Np)
Tap ua(l, ..., ng) up(ng+1, ..., Na+np) ... up(..., Ny+np)
= ug(l, ..., ng) up(ng+1, ..., Ng+np) ug(ng+1, 2, ..., ny) up(l, N3 +2, ..., ng+ny)

Ue2(ng+np+1, ..., Ny+np+ng) ... up?(..., Dy+ -+ 10p) (19)
Ope = Ua(1, ..., ny) up(ng+1, ..., Ng+np) ... up(..., Ng+ -+ np)

Tpe ua(l, ..o, D) up(ng+ 1, oy Ny +0p) oo up(e.., Da+ 4 0p)

= Up2(1, ..., D) Up(na+1, 09+ 2, ..., ny+0p) Ue(Dy+np+ 1, Ng+ 0+ 2, ..., N+ Np+1¢)
up(Mg+np+1,n4+2, ..., Dy+0p) Ue(na+ 1, ny+np+ 2, ..., Ba+Np+1¢)

(..., Ny +Np+1ne+10g) ... up3(..., Ng+ -+ ny)

Um die Verallgemeinerung vorzunehmen, geniigt es also wieder-
um, die einvalentigen Atomeigenfunktionen in (7) durech die mehr-
valentigen von der Form (1) zu ersetzen. Die T, T\, ... reprisentieren
hier wie in (7) nur Transpositionen zweier Elektronen zwischen den
Atomen A und B bzw. B und C usw. Im ganzen gibt es n,n, Trans-
positionen, die ein Elektron des Atoms A mit einem Elektron des
Atoms B vertauschen. Nach dem Heitler- Rumer-Verfahren ist es aber
gleichgiiltig, welche von diesen Transpositionen T,, gewidhlt wird, des-
halb kénnen wir sie einfach mit §,, bezeichnen. Das gleiche gilt natiir-
lich aueh fiir dy., Ocqy .-y Opn.
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Die Produkte der zweiten Klammer in (8), d.h. die Koeffizienten
von K, 8,,, 0y, ... miissen natiirlich auch entsprechend erweitert wer-
den. Fir die Identitét, d.h. fir Q =1, erhilt man cin Produkt der
Spinfunktionen (¢, ¢,). Bei einvalentigen Atomen bestehen die Spin-
funktionen ausschliesslich aus Invarianten der Form ¢, =[AB][CD]...
Bei mehrvalentigen Atomen dagegen werden die Exponenten p,p, Pacs
<.y Poey -+ In (3) auch vons Eins verschiedene, positive, ganzzahlige
Werte annehmen, da jetzt mehrere Valenzstriche zwischen zwei Ato-
men vorkommen koénnen. Die vollstindige Benzolformel

G

z.B. wiirde dureh folgenden Invariantenausdruck gegeben:
o = [ABP[BCI[CDF [DE][EF} [FAI[AG][BH][C1] [DK][EL][¥M].
Die Buchstaben A —F sind fiir Kohlenstoffatome und G —-M fir Was-
serstoffatome gesetzt worden.
Fir die Vertauschung eines Elektrons des Atoms A mit einem
Elektron des Atoms B, also fir Q =T,,, wird wie in (5) der Ausdruck

(¢;T,p ) verwendet. Fir das Atompaar A und B werden wir aber
n,n, solcher Koeffizienten haben:

(p1 Tyngan @)+ (1 Tong g @rc)+ -+ (@1 Ty, an’k):’f\.—: (91 Tap o) » (11)
ab

wobel das erste Glied die Vertauschung des ersten Elektrons des Atoms
A mit dem (n, +1)-ten Elektron des Atoms B zum Ausdruck bringt.
Das letzte Glied reprisentiert die Vertauschung des n,-ten Elektrons
des Atoms A mit dem n,-ten Elektron des Atoms B.

Da die Vertauschungen zweier Elektronen zwischen zwei Atomen
wiederum gleichwertig sind, kann man zur Vereinfachung von (11) die
Summe aller dieser Vertauschungen mit t,, bezeichnen, also t,, = Z'T,,
setzen. Dann wird der Koeffizient von é,, einfach (¢, t,, ¢.) sein. Ent-
sprechendes gilt fiir alle anderen Atompaare.

Fassen wir nun alle Teilergebnisse zusammen, so entsteht die dem
Ausdruck (5) entsprechende Beziehung (12):

1 Pk = K1 @) —[San{1 tab i)+ One( @i toe @)+ ++ 4 Sgn(pt ben @)l - (12)

Ersetzt man in (5) die T,, durch t,, — wie wir das in (I) bereits
getan haben —, so erhalten wir sowohl fiir einvalentige als auch mehr-
valentige Atome formell die gleiche Beziehung. Die in (12) vorkom-
menden (p, o), (@1ta, @)y (@1boe @)y - .. sind identisch mit denjenigen,
welche bei der Energieberechnung auftreten. Sie werden somit nach
dem in (HR) oder (I) angegebenen Verfahren von Heitler berechnet.
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Auf Grund der Relationen (4) und (12) konnen wir schliesslich

¥* = o2 [K(py ¢1) — {San{@y tab 1) + Foc(gy toe 1) + 1]
+2 ¢; co[K(p; @a) — { Sun(®1 tan @)+ Suel@y toe P2) + -]

. + e [K(pr @1) — {San(®t bab @r) + Svel@r toe pr)+ <11
ZVY .

9?2 = ag K+a, dap+a, Spet+ -+ +8y 0gn (13)
ermitteln. Der Koeffizient a, umfasst somit alle Skalarprodukte, mul-
tipliziert mit den entsprechenden c,c,, und #dhnlich enthilt a, alle
(@1t @), multipliziert mit den zugehorigen Koeffizienten c;c, usw.

Nach der Quantenmechanik versteht man nun unter
pyydr =pypdrdrydr,...

die Wahrscheinlichkeit, dass sich das erste Teilchen im Volumelement
dr,, das zweite in dr, usw. befindet. Bildet man das Integral

drl/nqﬁ drydr,...dzq,

so summiert man alle Wahrscheinlichkeiten, dass das erste Teilchen
im Volumelement dz, ist, gleichgiiltig wo die anderen liegen. Ahnliches
gilt fiir alle anderen Teilchen. Summiert man alle Wahrscheinlichkei-
ten, so muss die Einheit entstehen, da alle Teilchen des Systems irgend-
wo im Raum mit Bestimmtheit vorzufinden sind. Es gilt also folgende
Normierung

/“zpzdrldrg coodrg =1, (14)

Wenden wir nun diese Beziehungen auf unseren Fall an, so miis-
gen Ausdriicke vom folgenden Typ berechnet werden:

K: /[uaz(l, 2, ..., Ny) upi(ng+1, ..., Dy +Np) ...
upf(ng+ o +ng+1, ..., g+ o+ ng+np)]drydrg ..o drg ety

/ [Ua2(1, 2, ..., D) UpENa+1, ..., g+ 1p) ...
Up2(Da+ s+ g+ 1, .o, ng+ - ng+ny)]dr dr, L dTg 4 fng g -

Fiir den Austausch des ersten und des (n, +1)-ten Elektrons zwi-
schen den Atomen A und B erhalten wir:

Oab: / [ug(l, 2, ..., ng) up(Ba+1, ..., Dg+np) ua(ng+1, 2, ..., Ma)
up(l, ng+2, ..., ny+ny) u(ny+np+1, ..., 04+ n0p+n¢) (16)
coup(e.., Ng+ oo+ Ngt+np)]dr, drg .. dTg 4oty

Im nichsten Integral, das zu é,, gehort, ist der eckige Klammer-

ausdruck der gleiche, es werden aber die Koordinaten des zweiten

Elektrons festgehalten und iiber dr,, dzy, ..., dz, integriert. Im letz-

ten Integral wird das [(n, +1n, + - +1n,) =n]-te Flektron festgehalten.

Ebenso miissen alle anderen Austauschfunktionen dy., d.q, ... behan-
dclt werden.
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Zur Berechnung dieser Integrale empfiehlt es sich, die Atom-
cigenfunktionen in die Determinantenform zu schreiben. Auf diese
Weise werden die u,(1, 2, ..., n,), ... auf Einelektroneigenfunktionen
v(1), V(2), ..., V(1,), ... auriickgefiihrt, die man dann leicht integrie-
ren kanm.

Via+1(Ma+1)  Vn,ip(na+2)... Vo pq(Da-+mp)
Vg ra(@atl) Vngeo(Ra+2) .o Va4 (0a+ny)

P
v nb! .............................................
: Vagt+np(Mat1) Vn, ny,(Mat2) ... Vo, +n, (Dp+ Dp)

up(na+ 1, ..., Ny + Dp) ==

Hier und in allen iibrigen Atomeigenfunktionen sind nicht bloss die
Elektronen, sondern auch die Elektronenzustinde durchgehend nu-
meriert.

Wir verwenden jetzt folgenden Determinantensatz: Wenn man
einen Minor (n, —1)-ter Ordnung von (2) mit sich selbst multipliziert
und iiber alle seine Elektronen integriert, so erhdlt man (n, —-1).
Falls man aber diesen Minor mit einem anderen multipliziert und inte-
griert, so erhilt man Null. Es handelt sich hier natiirlich von Minoren,
die aus derselben Kolonne von (2) gebildet sind. Dieser Satz gilt hier
wegen der Orthogonalitit der Einelektroneigenfunktionen v,;.

Auf Grund von (2) und (17) schreiben wir zuniichst (15) in der
Form (18):

1 A 2
gt / [vi1) A= vo(1) Ay + - -+ £ v (1) An 1P up®(na+1, - -+, ma+np)
ceeup? (e, Mg e np)dry drg e dTg 4oy

1 P
e / [Vi(2) Apatval®) Apy— - o Vi, (2) An T Up? (a1, g+ 1p)
ceeup? (oo, Ny 4np) dry drg - drg 4oy

‘/Un2 (1,2, -+, ng) [Vp4q (Mat+1) Ap,+a,n,+1— 2+ 25 Vo 4, (ma+1) Ay, 4ny, ny+1 )
coup? (-, g4 np) drgdry - cden, don e - AT 4 4ny

Im ersten Integral, wo das Elektron 1 festgehalten ist, wurde die
Determinante der Atomeigenfunktion u, nach der ersten Kolonne ent-
wickelt. Auf diese Weise enthalten die Adjunkten A;, das erste Elek-
tron iiberhaupt nicht und man kann iiber sie integrieren. So crgibt
sich, nach dem oben angegebenen Satz, der Faktor (n, —1)!. Die iibri-
gen Funktionen u,? % ... werden als normiert vorausgesetzt und er-
geben die Hinheit. Im zweiten Integral wird das Elektron 2 festgehal-
ten und dementsprechend ist die Determinante von u, nach der zwei-
ten Kolonne entwickelt worden. Das Ergebnis dieser Integration ist
wiederum (n, -~ 1)!. Im dritten Integral erhalten wir (n, —1)! als Fak-
tor usw.
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Auf diese Weise ergiht sich fiir KX das Resultat (19):

1 b 03
po (T O+VE) 44 7] (1)
a
1 9
+ (vI@)+vi2)+ 42 (2)
a
............................................................ (19)
o (vh, +2@at 1) + vf]a+2(nu+1) + +vf]a+nb(na+]))

1
+ *nj ((Vna+'~-+ng+1(na+"'+nh)+"'+vna+~--+nh(na+"'+nh)>

Mit Hilfe obigen Determinantensatzes soll jetzt noch die Berech-
nung des Austausches d,, durchgefiihrt werden. Zu diesem Zweck
sehreiben wir die vier ersten Faktoren von (16) in Determinantenform,
indem man gleichzeitig jede nach der ersten Kolonne entwickelt.

1 )
s / [Vi(1) Ay —va(l) At -+ = v (1) Agy, ]
[Vl(na+ DAy ngp1=Vamat+1) A nypq+- - £ vy, (0a41) A"a»“ﬁ‘l]
[Vna+1(na+t 1) Any b1, ny 41—~ & Vg gny (Ma+1) Angnp,na+1] (20)

(a1 (D) Ang g1 =+ <+ 2 Vi gy (1) Anytnp 1]

k(- « +, Ng+ Dp+Ng) - ‘:uhz(' < Mg+ np)drydrg - dTnn+"'+nh

Die Integrationen iiber die Elektronen (n,-+n,-1) bis (n, +
+1y) sind wie bei (18) ohne weiteres durchfithrbar. Mit Ausnahme des
ersten, das wir ja festhalten miissen, und des (n,-+1)-ten Elektrons
konnen wir ohne Schwierigkeit auch iiber die iibrigen integrieren, falls
man beachtet, dass die Adjunkten der ersten und zweiten Klammer
einerseits und diejenigen der dritten und vierten anderseits Funktio-
nen derselben Koordinaten sind. Im ersten Fall wird das Resultat
(n, —1)!, im zweiten (n, —1)! sein. Somit lisst sich (20) folgendermas-
sen umformen :

(ng—1)! (np— 1)1
nu,!,,nb! B Vrf[vl(l) Vi(Ba+ 1)+ vy (1) vy (Ba+ 1)+ - - “+vn, (1) V“a(n“'+l)] (21)
[vﬂu+1(na+1)vna+1(1)+' © o+ Vn,enp(Mat 1) Vna+nh(1)] dTnﬂ-}.l-

Wenn wir nun das Resultat der Integration iiber das (n, +1)-te
Elektron in (21) mit

VAUI{ = “/‘Vl(na.‘i‘ Dvg(ng+1)dry, 14

bezeichnen, so entsteht fiir den Aunstausch des ersten und (n, +1)-ten
Elektrons zwischen den Atomen A und B beim Festhalten des ersten
Elektrons

1 Na Na+ Np

Iy, (22)
Na Wy k=ngt 1 V x

als Resultat.
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Der nichste Schritt betrifft die Berechnung von (16) beim Fest-
halten des zweiten Elektrons. Dazu entwickelt man die Determinan-
tenausdriicke des ersten und dritten Faktors nach der ersten und
zweiten Spalte, und im iibrigen verfihrt man dhnlich wie vorher. Fir
den Beitrag des zweiten Elektrons erhalten wir somit (23):

1 nNg~~1 nNg Ng+1np

o 2 2 Y Aywd-2V AV Ay vivier A v (23)
a(ny 1)

nbl—l k=2 j=ny+1
i<k

mit Ay 4/ vi(1)vi(1) vi(ng+1) vy (na+ 1) dzydon, 415
Ayy = /vk )V (hg+1) vy(ng+1)drydry, .

Die Berechnung von (16) beim Festhalten des dritten, vierten,
.., D,-ten Elektrons erfolgt genau nach dem Schema des zweiten, und
als Ergebnis erhilt man fiir jedes Elektron einen Ausdruck (23). Es
geniigt ndmlich, die Determinanten anstatt nach der ersten und zwei-
ten, nach der ersten und dritten bzw. nach der ersten und vierten usw.
Kolonne zu entwickeln.
Die Integrationen von §,, beim Festhalten der Elektronen (n, +1,
.., n, +n,) des Atoms B fithren zu Resultaten vom Typ (22) und (23).
Wird namlich das Elektron n, +1 festgehalten, so entsteht die Bezie-
hung (22); fiir alle anderen Elektronen des Atoms B entsteht dagegen
ein Ausdruck vom Typ (23).

Eine dritte Art Ergebnis (24) bekommt man beim Festhalten des
(n, + np +1)-ten und bei allen iibrigen Elektronen, da in allen diesen
Fillen das betrachtete Elektron zu einem Atom gehort, das vom Aus-
tausch dan der Elektronen 1 und n, +1 iiberhaupt nicht beriithrt wird:

1 Ng Na+Np  Dg+nb+ne
- A viE. (24)
Dallple 7 x Sup+1 1=ng+np-+1

Auf diese Weise ist §,, durch (22), (23) und (24) vollstindig be-
stimmt. Die Austauschfunktionen dy., .4, ..., 8, sind aber vom glei-
chen Typ wie d,,, es wird ja jedesmal von der Gesamtheit aller Elek-
tronen nur der Austausch von je einem Elektron der betreffenden
Atome in Betracht gezogen. Somit kénnen wir fiir alle Austausche das
Resultat der Integrationen mit Hilfe von (22), (23) und (24) zusam-
menstellen. Auf diese Weise erhalten wir aus (13) fiir die Elektronen-

verteilung o(r) unserer Molekel, bestehend aus den Atomen A, B, ..., H
die Beziehung (25):

I ng g
n Sve) e () ¢ 2
l a i=1 1 \i =1 2 i=1 na
ngt+np ng+np Dy+np
2 v +( X SRR P I
i=ng+1 ng+1 i=ny+1 na+2 i=ny-1 Ny - np
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1 Ny +++- -k ng +np N+ +ng+np
*n 2 vi? +ooot Py vi?
b1 \i=ng+-- +ng+1 Mg+ +ng+1 f=na+---+ngt+l ng+- -+ ng+np

a, Iig Ng -+ Dp .
S| (PN N
2D |\i=1 k=na+1 L

1 ng—1 Na 1N -- Db C e
+o o 22 [Auvi =2 Y g YAy viviet g v
Ha— i=1 k=2 j=ny+1 :
i<k

Dg Da—+np .
+ (2 2 Vy Vg VA1k>

i=1 k=mng3+1

ng+1

ng, i )
2 [Auvid—2 Vi Ay vivie+ dig vel]
i=n3+1 k=ng+2 j=I1 ng-+2
i<k

1 ( Ng Ng+np Dy Dp-+De

1 g +Db—1 ng-+np
+".,
llb—l

A V12
i=1 k=ng-+1 l=ng-+np-+1 ng +1p -1

1 Ny DNy +NDp Ng-++ -+ Ng+Dp
ol X ) A V1t
BAi=1 k=ng+1 l=ng+ --+ng+!1 na 4 +np

Die Indices neben den runden Klammern bringen die bei den Inte-
grationen festgehaltenen Elektronen zum Ausdruck. Wie man sieht,
kommen in (25) nur die aus K und §,, hervorgehenden Anteile vor.
Dem zweiten geschweiften Klammerausdruck analoge Beziehungen
entstehen aber auch aus dy,, 6.4, * 5 O, die bzw. mit a,, ag, -+, a4
zu multiplizieren sind.

Der Ausdruck (25), wo alle Elektronen in verschiedenen Zustin-
den vorkommen, ist fiir unsere Zwecke recht kompliziert, kann aber
noch weitgehend vereinfacht werden. Eine erste Vereinfachung wird
auftreten, wenn wir annehmen, dass die Atome im allgemeinen nur in
S-Zustinden sind. Ferner haben wir in (10) fiir jedes Atompaar A und
B, B und C, - eine einzige Austauschfunktion 8,,, d,., - angenom-
men, und dementsprechend werden wir in (25) auch fiir jedes Atom-
paar nur ein einziges A-Integral haben, unabhingig davon, wie gross
die Zahl der Valenzelektronen ist.

Aber noch eine weitgehendere Vereinfachung kann erzwungen
werden, weil wir ja hier gar nicht die kontinuierliche Verteilung suchen,
sondern uns mit einer groberen Elektronenverteilung wie in (I) be-
gniigen wollen. Ebenso wie dort sind auch hier die v;2 im wesentlichen
nur an der Stelle der betreffenden Atome von Null verschieden, wih-
rend die vive eine Austauschladung, die zwischen zwei Atomen
herrseht, darstellen. Dementsprechend wollen wir die Elektronenver-
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teilung wie in (1) durch zwei Arten von Elektronenzahlen: den Atom-
index p(A) und den Bindungsindex o(AB) definieren. Der erste wird
aus (25) dadurch erhalten, dass die aus v,2 durch Integration hervor-
gehenden Bestandteile fiir jedes Atom zusammengefasst werden. Bei
dieser Operation erhilt man aber aus jeder v,? die Einheit, unabhingig
davon, in welchem Zustand sich das Elektron befindet, was eine weit-
gehende Vereinfachung der Beziehung (25) darstellt. Entsprechend
wird der Bindungsindex durch Integration der Austauschfunktien v, v,
erhalten. Dabei entsteht, wie oben erwihnt wurde, nur ein A-Integral
fiir jedes Atompaar.

Bevor wir die Integrationen von (23) ausfithren, soll dieser Aus-
druck in eine etwas vereinfachte Form gebracht werden, und zwar so,
dass die verschiedenen v2, v,2.1y,, v v, Ay, die bei den Integrationen
zusammentallen, schon vorher zusammengefasst werden. Natiirlich
wird der so erhaltene Ausdruck (26) nur einen formellen Wert haben,
und er soll uns nur die Ubersicht erleichtern bei der Herleitung der
verschiedenen Bestandteile der Atom- und Bindungsindices.

So z.B. werden wir fiir
Ng
(£
i=t i

in (25) einfach n,v,? schreiben. Da aber iin ganzen 1, solche Summa-
tionen vorkomimen, die das Atom A betreffen, bleibt in der ersten
Reihe a,n,u,?iihrig. Hierbei wurde gleichzeitig anstatt der Einelektron-
eigenfunktion v die urspriingliche Atomeigenfunktion u eingesetzt.
Entsprechend bleibt in der zweiten Reihe agn,u,? iibrig. In dem zwel-
ten geschweiften Klammerausdruck erhilt man auf dhnliche Weise
a, U, Uy ) A,y ;1,2 Ay usw. Weil — 2 [/Jkj [/Zlu v,V bei der Integration
zufolge der Orthogonalitit der Einelektroneigenfunktionen sowieso
verschwindet, wurde sie bereits hier vernachléssigt. Somit kénnen wir
(25) in der Form (26) schreiben:
ap(Nauy?+npup’+ - - - +npun?) _
+a;(2 uguy L/ﬂ;b+ (Na— 1) ug? Ay + (n, — D) up? Agp+ neue? Ayp+ -+ -+ nyun® Aan)
+ a1y (13 U2 Ape + 2 tp g [ Ape+ (np— D) up Ape + (Ne— 1) Ue2 Ape+ N ug2Ane +« - -+ Dy up? )

+ay(na up? Agn + npup dgn++ -+ 2 ugup ]/Agh+ (ng— 1 u2Adgy+ (np— 1)up®Agn) (28)

Die Relation (26) unterscheidet sich von der in (I) erhaltenen
analogen Beziehung nur durch die Anwesenheit der Anzahl Valenz-
elektronen n,, np, ..., n, und der Ausdriicke vom Typ (11, —1)u,2,,.
Setzen wir in (26) n, =n,=---=n, ==1 ein, so erhilt man genau die in
(I) abgeleitete Beziehung, da wir ja dort nur Systeme aus einvalenti-
gen Atomen betrachtet haben.

Aus (26) entstehen nun durch Integration tber den Raum ohne
weiteres die gesuchten Atom- und Bindungsindices. So z.B. werden
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wir zur Bildung des Atomindex o(A) alle aus u,2hervorgehenden Be-
standteile zusammenfassen. Der Bindungsindex o(AB) wird aus u,u,
hervorgehen:

n
0(A) == 5 (agna+a; (N — 1) dap+a,ny Ape+ ayng dea+ - - -+ agny Agp)

N
n
2(B) = N (agnp+ay (np—1) Auy+ay (np~ 1) Aye+ agnp deg+- - -+ aynp dgn) (27)
n )
0(C) = N (agne+anedap+a, (e —1) due+a3(ne—1) deatagne dge+- - - +ayne Agn)
2na; dyp o 2nagdy,
g(AB) = N ,  o(BC) = x

Hier reprisentiert n=(n,+n,+---+n,) die Anzahl aller Elek-
tronen, wihrend N den Normierungsfaktor darstellt, den wir ans (26)
auf Grund von (14) erhalten.

N =n(ag+a; dap+a, Apet- -2y Agn).

Die A,,, 4y, ... sind Funktionen der Atomabstinde von der Form
Aap = /11121,(1,‘ C,Mm)up(Mp+1, - npnp)ua(ng+1, 2,0 -4, 0,)
up(l, ng+2, - -+, ng+ny) drldrn&+1 .
‘Wie in (I) ist natiirlich auch hier
e(A)+o(B)+---+0(AB)+o(BC)+--- =n.

Zum Schluss sei noch bemerkt, dass die Atomindices, so wie sie
in (27) angegeben sind, fir eine offene Kette von Atomen gelten wiir-
den; deswegen kommt der Faktor (n, —1) in ¢(A) nur einmal vor,
wihrend man in ¢(B) und ¢(C) die entsprechenden (n, —1) bzw. (n, —1)
je zweimal vorfindet. Wollte man die Kette auf das Atom A schlies-
sen, 8o wiirde in (26) eine weitere Zeile hinzukommen, die dem Aus-
tausch dna entspricht und damit wiirde auch in g(A) ein zweiter Faktor
(n, — 1) auftreten.

Herrn Professor W. Heitler mochte ich auch an dieser Stelle fiir das fordernde Inter-
csse herzlich danken. Ich danke auch der ,,Stiftung fir Stipendien auf dem Gebiete der

Chemie sowie dem ,,Schweizerischen Nalionalfonds zur Férderung der wissenschaftlichen
Forschung*, die mir die Ausfiithrung dieser Arbeit ermdglicht haben.

Zusammenfassung.

Die in dem ersten Teil dieser Arbeit im Rahmen der Heitler-
Rumer-Verfahren abgeleitete Beziehung zur Berechnung der Elektro-
nenverteilung fiir Systeme, bestehend aus einvalentigen Atomen, wurde
hier auf Systeme von mehrvalentigen Atomen erweitert.

Universitdten Fribourg und Ziirich.





