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86. Methode zur Bestimmung der Elektronenformel 
organischer Verbindungen I1 

von 0. Klement. 
(14. 111. 53.) 

I n  dem ersten Teil dieser Arbeitl) murde ein Faherungsverfahren 
zur Berechnung der Elektronenverteilung organischer Molekeln an- 
gegeben. Es  besteht im wesentlichen darin, dam das Produkt yy*  der 
Eigenfunktion nullter Naherung im Rahmen der zuerst von Heitler- 
Burner2) verwendeten Valenzmethode ermittelt wird. Die vollstandige 
Berechnung auf Grund sller Elektronen ist allerdings meistens recht 
kompliziert, deshalb wurde in (I) nur der Pall von Systemen, bestehend 
aus lauter einvalentigen Atomen, behandelt. Organische Molekeln kiin- 
nen haufig durch solche einfache Modelle approximiert werden. In  den 
meisten FBllen genugt aber diese Naherung nicht, und man ist ge- 
zwungen, die Elektronenverteilung trotz Komplika,tion entweder voll- 
standig zu berechnen oder sie wenigstens durch vollstandigere Modelle 
zu approximieren. Diese enthalten dann eine griissere Zahl von Elek- 
t'ronen als diejenigen Modelle, die aus cinvalentigen Atomen bestehen. 

Es sol1 hier die Berechnung der Elektronenvcrteilung fur diesen 
allgemeineren Fall entwickelt werden, also fur den Pall von Systemen 
bestehend aus ein- und mehrvalentigen Atomen. Die Elektronenfor- 
meln wurden in (I) durch zwei Indices: Atomindex und Bindungs- 
index definiert. Es wird sich zeigen, dass die in (I) angegebenen Aus- 
drucke fur die Atom- und Bindungsindices formell sich nur wenig von 
dem hier behandelten allgemeineren Fall unterscheiden. 

Betrachten wir also eine Reihe von Atomen A, B, C, ..., H mit 
mehreren Valenzelektronen (naturlich konnten unter ihnen auch sol- 
che mit nur einem Elektron vorkommen). Die entsprechenden Eigen- 
funktionen dieser Atome sollen wie folgt bezeichnet werden : 

A: u,(l, 2,3, ..., n,) 
B: ub (na+ I, n;,+ 2, . . . , n,+ lib) 

C: u,(n,+nb+l, ..., n,+nb+n,) (1) 
. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . .  

H: Uh(n,+nb+ ...+ n,+l, ..., n,+nb+ ..+ng+nh) 

Die Zahlen 1, 2, 3,  . . . sind hier Abkiirzungen fur die drei Orts- 
koordinaten der betreffenden Elektronen, wahrend die Anzahl Valenz- 
elektronen der Atome A, B, . . . , H bzw. durch n,, nb7 . . . , nh gegeben 

l) 0. Klement, Helv. 34, 1368 (1951), (im folgenden mit (I) bezeichnet). 
2, W.  HeitZer, Quantentheorie und homoopolare chemische Bindung, Hdb. der Ra- 

diologie, Bd. V1/2, 2.  Aufl. (1934), (im folgenden mit (HR) bezeichnet). 
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sind. 1Xr Elektronen sind tliirchgehcnd nunieriert worden. Die Suniine 
tier I’alenzelektronen der ganzen Alolekel sol1 mit n bezeichnet werden, 
es TTTird also ii, -1- n, + n, -t . . . f n, 

Die cinzeliien Atonieigenfunktionm u, , ub, . . . , u, sind antisyrn- 
nidrisch in allen ihren Xlektronen. Aus ZM-eckmassigkeits~~~~n~len -701- 

lm \vir sic in cler bekarinteii Determinsntcnform schreiben. 

n sein. 

v,(2) ... vl(na) 
V A l )  VZ(2) ... vZ(nd) 

r n R ( I  1 17na(2) . . . xTnc,(na) 

(2 1 
1 

u,(1,2,. .. n,) = 
Vna . .  

Die Atomeigcnfunktion iia( 1, . . . , n,) wurde hier aus Einelektron- 
eigenfunktionen vl(i) aufgebaut. Diese seien orthogonal und normiert. 
Die Zahlen in den Hlammern bedeuten wiederum die drei Ortskoordi- 
naten, wahrend die Indices 1, 2, . . . , n, als Abkurzungen fur die drei 
Quantenzahleri des betreffenden Quantenzustandes zu betrachten sincl. 
l,’vn, ! ist der Normierungsfaktor. Entsprechende Determinantenaus- 
drucke gclteii fur die anderen Atomeigenfunktionen u,, , u, , . . . , u,. 

Die ~Tolekeleigenfiinktioiien yP,b,Pbc,Pcd,, . werden nun aus diesen 
aiiti~yinnietrischcii Atonieigenfunktionen aufgebaut, indem man sie 
niit den entsprrchenden Spinfunktionen ergiinzt, ihr Produkt bildet 
uiid das Gsnzc in die Twm Pauli-Prinzip gefordertc antisynimetrische 
Form bringt. Xach (HR)  ist die antisymmetrische Molrkeleigenfunk- 
tion durch ( 3 )  gegeben. 

. . . [AB]”‘1b [BCIl’bc . . . (3) 

Da zu cieni niedrigsten Eigenwert inehrere Molekeleigenfunktio- 
ncn ( 3 )  gehiiren, wird man im Rahmen der Storungsrechnung auf die 
Eigenfunktion nullter Naherung (4)  gefuhrt werden, wo y1,  w Z ,  . . . , yf 
unabhiingige Ejgenfunktionen der li’orni ( 3 )  bezeichnen. 

y = C1yJ1+c,y,+...+rf y f .  (4) 
Die B~~reehnixng der Hocffizirnten C I  crfolgt sowohl f u r  einvalen- 

tige als auch fur mehrvalentigr Atome nach der in (HR) oder (I) an- 
gegebeneri Mcthotle von IIZeitZcr. 

Zur Bestinimung dcr Elektronenverteilung biltlen wir nun y2, RO- 
bei insn Yrodukte vom Typ yIyk zii berechnrn hat. Fiir einvalentige 
Atome sind sie durch (5) gegeben: 

?/)I Yk == K (“1 (pk) - Lad, (Cpl Tab pk) + dbc (“1 Tbc p k )  + ‘ ‘ 1 . (5) 

Hier reprasentieren p, , qk die in den Molekeleigenfunktionen ( 3 )  
vorkommenden Spinfunktionen der Form pl ==[AB] [CD] [EF] . . . , wah- 
rend Tab, Th, , . . . Austauschoperatoren bezeichnen, die die Elektronen 
der Atonie A iind B bzw. B und (’ usw. miteinander irertauscheii. Die 
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Werte von K, Bab ,  6,, , . . . werden im Palle eindentiger Atome durch 
(6)  bzw. (7)  gegeben. 

K = ua2(1) uh2(2) uC2(3) ... nn2(n) (6) 

(7)  

Der Rusdruck ( 5 )  kann auch fur Xolekeln aus mehrvalentigen 
Atomen verwendet werden, falls man die entsprechenden Erweiterun- 
gen vor Augen halt. Beachten wir zu diese,m Zweck die Bedeutung der 
verschiedenen Komponenten der Gleichung ( 5 ) .  

Das Protlukt z weier Molekeleigenfunktionen voni !I!yp ( 3 )  ergibt 
( 8 )  

Die K, S,,, a,, , . . . reprasentieren Produkte der ersten Klammer. 
1st Q gleich der Identitat I, so wird nicht permutiert, uncl wir erhalten 
einen der Beziehung (6) entsprechenden Ausdruck (9), der sich von (6) 
nur dadureh unterscheidet, dass u,, u,, . . . , u, Funktionon von meh- 
reren Elektronen sind. 

I< = ua2(1, 2, ..., 11,) ub2(na+l,  ..., n,+nb) ... uh2( ..., n,+ - . - + n h ) .  19) 

Russer der Identitat gibt es Permutationen, die zwei Elektronen 
verschiedener Atome vertauschen. Nur noch diese wollen wir betrach- 
ten, a110 anderen sollen vernachlassigt werden. Falls also Q = Tab, 
Q = T,, , . . . ist, entstehen der Gleichung ( 7 )  entsprechende Aus- 
driicke (10): 
iiab = Ua(1, ..., n,) ub(n,+l, ..., n,+nb) ... uh( ..., n,+ ..-+nh) 

fish ua(1) ub(2) ua(2) ub(1) uc’((3) . . . un2(n) 
db, = ua2(1) ub(2) 1143) ub(3) uc(2) . . . u,*(n) 

. . . . . . . 

pi v k  zzz  T Q  (ua ub . . . uh Q 1 h  ub . . . uh) (pi pk) . 
(1 

r ,  
lab ua(1, . . . , n,) ub(na+ 1, . . . , n,+nb) . . . uh(.. ., na+nh) 

uc2(n,+ nb + 1, . . . , n,+ nb+ n,) . . . uh2(. . . , n,+ . . . + nh) 

= ua(1, ..., na) ub(naf1,  ..., na+nb) ua(n,+l, 2, ..., na) ub(l., na+2, ..., n,+nb) 

(10) 
fib, = ~ ~ ( 1 ,  ..., n,) ub(na+1, ..., n,+nb) ... uh( ..., n,+ . .*+nlJ  

Tbcua(1, ..., na) Ub(naf1, ..., n,+nb) ... uh( ..., Ila+ .“+nh) 

= t1a2(1, . . . , na)  ub(na+ 1, na+ 2, . . . , n,+nb) uc(n,+ nb+ 1, n,+nb+ 2, . . . , ua+  n b +  11,) 

ub(n,+nb+l, na+2, . . . , %fnh) u,(n,+ 1, n,+nb+ 2, . . . , r~,+nb+ii,j 
ud2(. . . , n,+nb+n,+ nd) . . . uhz(.  . . , n,+ ...+ nh) 

Um die Verallgemeinerung vorzunehmen, geniigt es also wiecler- 
uni, die einvalentigen Rtomeigenfunktionen in ( 7 )  durch die mehr- 
valentigen yon der Form (1) zu ersetzen. Die T,, , T,, , . . . reprasentieren 
hier wie in ( 7 )  nur Transpositionen zweier Elektronen zwischen den 
iltonien A und R bzw. B und C usw. Ini ganzen giht es nanh Trans- 
positionen, die ein Elektron des Atoms A mit einem Elektroii des 
Atoms B vertauschen. Nach den1 HeitEer-Ru)??,er-Verfahren ist es aber 
gleichgultig, welche von diesen Transpositionen Tab gewahlt wird, des- 
halh konnen wir sie einfach mit dab bezeichnen. Das gleiche gilt natiir- 
lich a,uch fiir a,, , 6,, , . . . , B,, . 

. .  . . . . _ . . . . . . . . . . . . . .  
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Die Produktc der zweiten IClammer in ( 8 ) ,  d. h. die Koeffizienten 
v011 K ,  dab, db,, . . . mussen naturlich auch cntsprechend erweitert wer- 
den. Fur die Identitat, d. h. fur Q -I, erhalt man ein Produkt der 
Spinfunktionen (pi pk). Bei einvalentigen Atomen bestehen die Spin- 
funktionen ausschliesslich aus Invarianten der Form pi = [AB][CD]. . . 
Bei mehrvalentigen Atomen dagegen werden die Exponentcn pda, pat, 
. . . , phc, . . . in (3) auch Tons Eins verschiedene, positive, ganzzahlige 
Werte annehmen, da jetzt mehrere Valenzstriche zwischen zmei Ato- 
nien vorkommen konnen. Die vollstiindige Benzolformel 

0 
1 

&I-(+ 

IIE CI L- D / I  \d ~ 

I 
li 

z. E. wdrde durch folgenden InvariantenansL~uck gegcbcn: 

Dic Buchstabcn A-F sind fur Kohlenstoffatome und G-31 f u r  Was- 
serstoffatomc gesetzt worden. 

Fur die Vertauschung eines Elektrons des Atoms A mit einem 
Elektron des Atoms B, also fiir Q = Tab, wird wie in ( 5 )  der Ausdruck 
( yi Tab pk) verwendet. Fur das Atompaar A und B werden wh- aber 
nlnb solcher Koeffizienten haben : 

cpi = [AH]' [BC] [CD]'[DE] [EFI2 [FA] [ sG]  [BH] [Cl] [DK] [EL] [FX] . 

( r p i T , , , , , r p k ) + ( ~ i T z n , + l P i k ) + .  '+(~IT, , .b9711) '2: (~IT,bPih) ,  (11) 
ah 

wobei das erste Glied die Vertauschung des ersten Elektrons des Atonis 
-4 mit dcm (n, + 1)-ten Elektron des Atoms B zum Ausdruck bringt. 
Das letzte Glied reprasentiert die Vertauschung des n,-ten Elektrons 
cles Atoms 9 mit dem nb-ten Elektron des Atoms B. 

Da die Vertauschungen zweier Elektronen zwischen zwei Atomen 
wiederum gleichwertig sind, kann man zur Vereinfachung von (11) die 
Summe aller dieser Vertauschungen mit tab bezeichnen, also t a b  = ZTa, 
setzen. Dann wird der Koeffizient von 62, einfach ( pI tab 9,;) sein. Ent- 
sprechendes gilt fiir alle anderen Atompaare. 

Fassen air nun alle Teilergebnisse zusammen, so entsteht clic dem 
Ausdruck (5) entsprechende Beziehung (12) : 

v'i y'k - K(vi @-[&b('?'i tab ~ k ) + ~ ~ b c ( ~ i t b c  Pk)+ ..'+ ggl~( ' f%~gh qk)] * (12) 

Ersetzt man in ( 5 )  die Tab durch t a b  - wie wir das in (I) bereits 
getan haben -, so erhalten wir sowohl fur einvalentige als auch mehr- 
mlentige Atome formell die gleiche Beziehung. Die in (12) vorkom- 
menden ( pr pk), (pltab pk), ('pit,, pk), . . sind identisch mit denjenigcn, 
\\-elche bei der Energieberechnung auftreten. Sie werden somit nach 
clem in (HR) oder (I) angegebenen Verfahren von HeitZer berechnet. 
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Auf Grund der Relationen (4) und (12) kiinnen wir schliesslich 
Y 2  = C?[K((P1 pi) - {8ab(% tab Q)i) + Bbc(Y1 tbc PI) + ” ‘)I 

+ 2  C 1 C 2 [ K ( ~ l  4)2)-{6ab(% h h  %)+ahC(%tbC ’%)+ ”‘)I 
. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . .  

+ c f 2 [ K ( p f  q f ) - {&b(Pf  t sbpf )+dbc(P) f  tbc Pf)+ “‘)I 
bzir . 

erniitteln. Der Koeffizient a,, umfasst somit alle Skalarprodukte, mul- 
tipliziert mit den entsprechenden c, ck , und ahnlich enthdt a1 alle 
( qi t a b  qk), multipliziert mit den zugehorigen Koeffizienten ctck usw. 

y 2  =a,K+alfrab+a2Bbc+...+aJBg*, (13) 

Nach der Quantenmechanik versteht man nun unter 
y y dt = 1/’ ?p dt, dt ,  dts  ... 

die Wahrscheinlichkeit, dass sich das erste Teilchen im Volumelement 
dt,, das zweite in dt, usw. befindet. Bildet man das Integral 

dt,  tp2 dt, dt, ... dt, , 
so summiert man alle Wahrscheinliclikeiten, dass das erste Teilchen 
im Volumelement dz, ist, gleichgultig wo die anderen liegen. Ahnliches 
gilt fur alle anderen Teilchen. Summiert man alle Wahrscheinlichkei- 
ten, SO muss die Einheit entstehen, da alle Teilchen des Systems irgend- 
wo im Raum mit Bestimmtheit vorzufinden sind. Es gilt also folgende 
Normierung 

[ y Z d t l d z  z . . . d t n = l .  (14) 

Wenden wir nun diese Beziehungen auf unseren Fall 811, so miis- 
sen -4usdriicke vom folgenden Typ berechnet werden : 

K: 1 [uaz(l, 2, ... ,na) ub’((n,+ I, ... , na+ nh) ... 
uh2(na+ ... + n,+ 1, ... , n,+ ... + n,+ nh)] dt, dt, ... dtn,+ ...+ nh 
. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . .  (15) 

j” [u,2(1, 2, .. ., n,) ub2(iia+ I, .. ., n,+nt,) ... 
uh2(n,+.**+ng+l ,  ..., n,+. . .+n6+nh)ldt ldtz  ... dtn,+ ...+ nh-1. 

Fur den Austausch des ersten und des (n, + 1)-ten Elektrons zwi- 
schen den Atomen A und B erhalten wir: 

88b: J’” [U, ( l ,  2, ..., 11,) ub(naS-1, ..., 12a+ni,) u,(na+l, 2, ..., na) 
ub(1t na+ 2, ... , na+ n d  uc2(na+ nb+ 1, ... , na+ n b +  nc) 
... uh2( ..., n,+ *..+n6+nh)]dtz dT3 ... dt,,+ ...+nh. 

(16) 

. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . .  
Im ngichsten Integral, das zu dab gehort, ist der eckige Klammer- 

a,usdruck der gleiche, es werden aber die Koordinaten des zweiten 
Elektrons festgehalten und uber dtl ,  dz,, ... , dt, integriert. Im letz- 
ten Integral wird das [(n, + nb + - - - + nh) = n]-te Elektron festgehalten. 
Ebenso miissen alle anderen Austauschfunktionen db, , d,, , ... behan- 
delt werden. 
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Zur Jkrechnung dicser Tntegrale enipfiehlt es sich, tlie Atom- 
cigenfunktionen in die Determinantenform zu  schreiben. Auf diese 
Weise werden die u,(l , 2 ,  .. ~, na), ... auf Einelektroneigenfunktionen 
v f l ) ,  v(2), ... , vfn,), ... aui*uckgefiihrt, tlie man chnn leicht integrie- 
Ten kann. 

1) Vn,+ ( n a  + 2) ... i7"& (rid + n d  

(17) 
1 vnB+2(na+1) v n a +  2 ( n a t 2 )  ..- y n , + z ( n , + n b )  

U b ( n a + J ,  ..., 1 7 d n b )  = )Inb! . . . .  . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . .  
... Vn,+nb(nb+nb)  

I I k r  und in allen ubrigen Atomeigenfunktionen sind nicht bloss die 
Elektronen, sondern auch die Xlektronenzustiinde durchgehend nu- 
meTier t. 

Wir verwenden jetzt folgendon Determinantensatz : Wenn nian 
eincn Minor (n, - 1)-ter Ordnung r o n  ( 2 )  mit sich selbst multipliziert 
und uber alle seine Elektronen integriert, so erhalt man (TI', - l)!. 
PalIs man aber diesen Xinor mit einem andercn niultipliziert und inte- 
griert, so erhiilt man Null. Es  handelt sich hier naturlich von Ninoren, 
die aus derselben Kolonne von (2) gebildet sind. Dieser Satz gilt hier 
wegen der Orthogonalitiit rl er Einelektroneigenfunktionen T', . 

Auf Grund von (2)  und (17)  schreiben wir zuniichst (15) in cirr 
Form (1  8) : 

n, ! / [ l r l ( l )  ~ , , - v , ( l ) ~ , , + . . .  V n a ( l )  ~ ~ ~ 1 1 3  ub2(nd+l , . . . ,  n,+nb) 

... till2 (. . ., n,+. . .+nh)dt, d t 3 .  .. dtnil+ ... +,,,, 

... uh2 (. .. , Il<,f . .  .+ nh) dt, dT3 .  .. dtn,+. .. 
nt! /[-V,(2) -4 1 , f V Z ( 2 ) & , - . . .  t V,,,(a) tbz (n,+1,. .*,  11,Srb) 

(18) ",, 
....................... ...................................... 

t1.1' ..., n,) [vnt,+1 ( ~ l n + l )  -Ana+ l ,na+ l - . . .  & V n , + n h ( n a + l )  Ana+nb. na-\ 112 
... i r h Z ( . . . , n 3 + . . . + n h )  dtldtz..-dtn,dr,B+2...dt,ilS . .  +,,,, 

. .  . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . .  

Im ersten Integral, wo das Elektron 1 festgehalten ist, wurcle die 
Determinante der Atomeigenfunktion u, nach der ersten Kolonne ent- 
wickelt. Auf diese Weise enthalten die Adjunkten Aik das erste Elek- 
tron iiberhaupt nicht und rnan kann uber sie integrieren. So ergibt 
sich, nach dem oben angegebenen Satz, der Faktor (n, - l)!. Die ubri- 
gen Funktionen ub2, u , ~ ,  ... wercien als norniiert vorausgesetzt und er- 
geben die Einheit. Im zweiten Integral wird das Elektron 2 festgchal- 
ten und dementsprechend ist die Doterminante von u, nach dcr a w i -  
ten Kolonnt: entwickclt worden. Das Ergelinis dieser Integration ist 
wiederum (n, - l)!. Im dritten Integral erhaltca wir (n,, - 7 ) ! als Fak- 
t o r  USK. 
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Auf diese Weise ergiht sich fiir I< das R,esultat (19) : 
I 

na ~ ( Y ; ( l ) + V ; ( l ) + .  . 

1 
1' a 

+ (v; (2) 4- v32) + ... + V,:,(Z)) 

. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . .  . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . .  (19) 
1 + nb (V; ,+ i (na+ l )  t v;,,+?(n,+l)+ . . . + V ; ~ + ~ ~ ( ~ , + I ) )  

. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . .  . . . . . . . . . . . . . . . . .  
1 + ~~ ((vn,i- .. . + n g + i  .. + rlh) +. .. + vn,+. . .+nh(n,+. .. + n,)) 

nh 

Mit Hilfe obigen Determinantensatzes sol1 jetzt noch die Borech- 
nung des Austausches a,,, durchgefuhrt werden. Zu diesem Zweck 
schreiben wir die vier ersten Faktoren von (16) in Determinantenform, 
indem man gleichzeitig jede nach der orsten Kolonne entwickelt. 

.. na! nb! , / [V i ( l )  An-vAl)  &+ ... dz vn,(i) Anal] 

[VI ("a + 1) A1, na+. 1 - ~2 ( n a  + 1) &, n,+ 1 + . . .  rt v n , ( n a + l )  Ana,n,+i]  

[vna +i (na + 1 )  An, +. 1, ng + 1 - . . .  6 Vn,+ nb ( n a  + 1) Ana + "b, ",+I] 

[vn,+i (1) An,+,, 1 - .. . &  vn,+nb (1) An,+nb ,I] 

uc2(. . ., n,+ nb+ nc) . . .  uh3 (. . . , n,+ ... +nh) dt, dt, ... dtn,+. . .  +nh 

(20) 

Die Integrationen uber die Elektronen (n, + n, + 1.) bis (n, + . - 
+ n,) sind wie bei (18) ohne weiteres durchfuhrbar. Xit Ausnahme des 
ersten, das wir ja festhalten mussen, und des (n , t l ) ' - t en  Elektrons 
konnen wir ohne Schwierigkeit auch iiber die iibrigen integrieren, falls 
man beachtet, dass die Adjunkten der ersten und zweiten Klaminer 
einerseits und diejenigen der dritten und vierten anderseits Funktio- 
nen derselben Koordinaten sind. I m  ersten Fall wird das Resultat 
(n, -l)!, im zweiten (n, - I.)! sein. Somit lasst sich (20) folgendermas- 
sen umformen : 

( i i , - l ) !  ( n b - l ) !  
n,! nb! J"v,(l)vl(n,+ I ) + V 2 ( 1 ) V z ( n a + I ) + .  . * + V n , ( l )  vna(n ,+  I)] (21) 

[Vn,+i(na+ 1) V n , + l ~ )  + + vn,+nb (na + 1) vn,+nb(l)]  d t n a + l .  

.Wemi wir nun das Resultat der Integration iiber das (n, + 1)-te 

= , /%-i(na+ 1) vx(na+ 1) dtlla+l 

Elektron in (21) mit 

hezeichnen, so entsteht fiir den Austausch des ersten und (n, + 1)-ten 
Elektrons zwischen den Atomen A und I3 beim Festhalten des ersten 
Elekt,rons 

als Resultat. 
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Der nachste Schritt betrifft die Berechnung von (16) beim Fest- 
halten des zweiten Elektrons. Dazu entwickelt man die Determinan- 
tenausdriicke des ersten und dritten Faktors nach der ersten und 
zweiten Spalte, und im ubrigen verfahrt man ahnlich wie vorher. Fur 
den Beitrag des zweiten Elektrons erhalten wir somit ( 2 3 )  : 

i < k  

mit Aij = /vi (1) "j (1) vi (n, + I ) vj (n, + 1 ) dtl d ~ , , + ~  , 

d k j  -~'Vk(1)Vj(l)vk(l~a+l)Vj(l~a+l)d~~d~,,, I 1. 

Die Berechnung von (16) beim Pesthalten des dritten, vierten, 
. . . , n,-ten Elektrons erfolgt genau nach dem Schema des zweiten, und 
als Ergebnis erhalt man f i i r  jedes Elektron einen Ausdruck (23). Es 
geniigt namlich, die Determinanten anstatt nach der ersten und zwei- 
ten, nach der ersten und dritten bzw. nach der ersten und vierten usw. 
Kolonne zu entwickeln. 

Die Integrationen von dab beim Pesthalten der Elektronen (n, + 1 ,  
. . . , n, +n,) des Atoms B fuhren zu Resultaten vom Typ (22) und (23). 
Wird namlich das Elektron n, t- 1 festgehalten, so entsteht die Bezie- 
hung (22); fur alle anderen Elektronen des Atoms B entsteht dagegen 
ein Ausdruck vom Typ (23). 

Eine dritte Art Ergebnis (24) bekommt man beim Festhalten des 
(n, + nb + 1)-ten und bei allen ubrigcn Elektronen, da in allen diesen 
Fallen das betrachtete Elektron zu einem Atom gehort, das vom Aus- 
tausch dab cler Elektronen 1 und n, + 1 uberhaupt nicht beruhrt wird: 

Auf diese Weise ist dab durch (22), (23) und (24) volltstiindig bc- 
stimmt. Die Austauschfunktionen d,, , dcd ,  . . . , d,, sind aber vom glei- 
chen Typ wie dab, es wird ja jedesmal von der Gesamtheit aller Elek- 
tronen nur der Austausch von je einem Elektron der betreffenden 
Atome in Betracht gezogen. Somit konnen wir fur alle Austausche das 
Resultat der Integrationen mit Hilfe von (22), (23) und (24) zusam- 
menstellen. Auf diese Weise erhalten wir aus (13) fur die Elektronen- 
verteilung e(r) unserer Molekel, bestehend BUS den Atomen A, R, . . . , H 
die Beziehung (25): 

. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . .  
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(25) 

. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . .  

. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . .  

. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . .  

. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . .  

.............................................................................. 
Die Indices neben den runden Klammern bringen die bei den Inte- 

grationen festgehaltenen Elektronen zum Ausdruck. Wie man sieht, 
konimen in (25) nur die aus K und Bab hervorgehenden Anteile vor. 
Den1 zweiten geschweiften Klammerausdruck analoge Beziehungen 
entstehen aber auch aus B h c ,  acd, .... a,, . die bzw. mit a2, a3, .... a, 
zu niultiplizieren sind. 

Der Ausdruck ( 2 5 ) ,  wo alle Elektronen in verschiedenen Zustan- 
den vorkommen, ist fur unsere Bwecke recht kompliziert, kann aber 
noch weitgehend vereinfacht werden. Eine erste Vereinfachung wird 
auft'reten, wenn wir annehmen, dass die Atome im allgemeinen nur in 
S-Zustanden sind. Ferner haben wir in (10) fur jedes Atompaar A und 
B, B und C ,  ... eine einzige Austauschfunktion 8,b, Bbc,  ... angenom- 
men, und dementsprechend wcrden wir in (25) auch fur jedes Atom- 
p a r  nur ein einziges A-Integral haben, unabhangig davon, wie gross 
die Zahl der Valenzelektronen ist,. 

-4bcr noch eine weitgehendere Vereinfachung kann erzwungen 
werden, weil wir ja hier gar nicht die kontinuierliche Verteilung suchen, 
sondern uns mit einer groberen Elektronenverteilung wie in (I) be- 
gnugen wollen. Ebenso wie dort sind auch hier die vi2 im wesentlichen 
nur an der Stelle der betreffenden Atonie von Null versehieden, wah- 
rend die V i v k  eine Austauschladung, die zwischen zwei Atomen 
herrscht, darstellen. Dementsprechend wollen wir die Elektronenver- 
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teilung wie in (I) durch zuei Arten von Elektronenznhlen: den Atom- 
index .(A) iind den Bindungsindex e(AR) definieren. Der erste wird 
aus (25)  dadurch erhaltm, dass die aus vL2 (lurch Integration hervor- 
gehenden Restandteile fur jedes Atom zusanimengefasst werden. Cei 
tlieser Operation erhdt  man aber aus jeder v , ~  die Einheit, umbhangig 
dawn,  in welchem Zustand sich das Elektron hefindet, was eine weit- 
gehende Vereinfachung der Reziehung (2,5) darstellt. Entsprechend 
M ird der Hindungsindex durch Integration der Austauschfunktion T',TTk 

erhalten. Dabei entsteht, m7ie ohen crwahnt wurtle, nur ein 1 -Integral 
fill. jedes Atompaar. 

Bevor wir die Integrationen r o n  (25) ausfuhrm, soll dieser Aus- 
druck in eine etwas vereinfachte Form gebracht werden, und zwar so, 
(lass die verschiecienen vI2, vi2 I,, , v,vk I,, , die bei den Integrationen 
znsamnienfitllen, schon vorher zusarnmengefasst werden. Natiirlich 
wird der so crhaltene Rusdruok (26) nur einen formellen Wert haben, 
tint1 er soll uns nur die cbersicht erleichtern bei der Herleitung (ler 
wrschiedenen Bestandteile der Atom- und Rindungsinclices. 

So z.R. werden wir fur 

in (25) einfach 11,v,~ schreiben. Da aber iin ganzen 11, solche Summa- 
tionen vorkommen, die das Atom A betreffen, bleibt in tler ersten 
Reihe ar,n,ua2 iihrig. Hierbei wurde gleichzeitig a,nstatt der Einelekt8ron- 
oigenfunktion v die ursprungliche Atomeigenfunktion u eingeset'zt,. 
Kntspreche.nd bleibt in der zweiten Reihe a0nhu1,2 ubrig. In  tlem 2%-ei- 
t'en geschu-eiften Klainrnerausdruck erhiilt man auf Bhnliche Weise 
alu,u,, I A , ~ ~ ,  al~ia2i~,,, usw. TVeil - 2 1-1,; I/dllvivk hei tler Integration 
zufolge der Orthogona,litiit der Einelektroneigenfunktionen sowieso 
verschwindet,, wurde sie bereits hier vernaclil%ssigtj. Somit kiinnen 11%- 
(25) in der Porm (26) schreiben: 

ao(n& u;: + l l b U b 2 + .  . . + n h u h 2 )  

+ a1 (Z u,i11, b ' ~ & b +  ( ~ i > ~ -  1 ) un2Aab+ (n,,- 1) l ib2  A,,+ n,u,2Aab+ . . . + I i h U h ' n & h )  

+ "z("aiis2Ahc+ 2 111, I / d b c +  (I),,- 1) uly2dhc f (nc - 1) l l c z d h c +  n d U d a d b c  + ' ' ' + l l h l l h '  LfhC) 

. . . . . . . . . .  . . . . . . . . . . . .  . . .  . . . . . . . 
+ " j ( n & U a 2 - ' l g h f  11bU1,'zjgh+* ' .+ 2 Ilguh I / d g l , +  (ng- l ) U i Z d g h +  (nh- 1)11h2Agh) (26) 

Die Relation (26) unterscheidet sich von der in (I) erhaltenen 
analogen Beziehung nur durch die Anweseriheit der Rnzahl Valenz- 
elektrorien n,, lib, . . . , nh und der Ausdriicke 8om Typ (11, - I) ua2 il a b .  

Setzen wir in ( 2 6 )  n, = n, = 7 .  * = nb => 1 ein, so erhalt ma,n genaii die in 
(I) sbgeleitete Beziehung, da wir ja dort nur Systeme aus einrslenti- 
gen Atomen betrachtet haben. 

Bus (26) entstehen nun durch Integration uber den R,aum ohne 
weiteres die gesnchten At'om- und Bindungsindices. So z. 33. werden 
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wir zur Uildung des Atomindex Q(A) alle am u,* hervorgehenden U e -  
standteile zusammenfassen. Der Hindungsindex p(AB) wirtl aus u, u, 
hcrvorgehen : 

11 
-0 (A) z-7 r\r (ao"%+ al(ii,- 1) &,+ a2n, dbc+ asn,Aca+.  . .+ ajna Agh) 

11 
Q (B) = 

c,(C) = 

(annb+ a1 (nn - 1) A,,, + a2 (nu - 1) ,/lbc + a3nh d c d  + ( 2 7 )  
r i  

alllc&b+a,(nc- 1) A h c +  a3(Ilc- 1) &,I+ a4nc A d , + .  . .+ q u c d g ~ )  
. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . .  . . . . . . .  

2 II a2 Ll, , ,;  Q(AB) = Z n a l d a h  , e(BC) =y N 
.................... . . . . . . . . .  . .  

Hier reprasentiert n = (n, f nh + . + 11,) die Anzahl aller Elek- 
t,ronen, wahrend N den Norinierungsfakt'or darstellt, den wir am (26) 
auf Grunt1 -\.on (14) erhalten. 

R =n(an+aldah+aznbc+...+ajAgh) . 
Die &,, ... sind Funktionen der Atomabst'Bnde  on der Form 

d a h  = /ua(l , .  . . .  n,) ub(n,+ 1, .... n,+nb) ua(n,+ I, 2, . . . .  
%(I, na+2, .  . . .  n,+nb) dsldzn,i.l. 

F i e  in (I) ist naturlich auch hier 
Q(A) + p(B)+. . .+ Q(AB)+ Q (BC)+. . .  = 11. 

Zum Schluss sei noch bemerkt, dasa die Rtomindices, so wie sie 
in (27) angegeben sind, fur eine offenc Kette von Atomen gelten wiir- 
den; deswegen kommt der Faktor (n, -1) in @(A) nur einmal vor, 
wahrend man in p(B) und e(C) die entspre,chenden (n, - I) bzw. (n, - 1.) 
je zweimal vorfindet. Wollte man die Kette auf das Atom A schlies- 
sen, so wurde in (26) eine weit,ere Zeile hinzukommen, die dem Aus- 
tausch 6 h a  entspricht und damit wurde auch in @(A) ein zweiter Fa,kt,or 
(n, - 1) auftreten. 

Herr11 Professor TP. Heitler niochte ich auch an dieser Stelle fur das fiirdernde Inter- 
csse herzlich danken. Ich danke auch der ,,Stiftung fiir Stipendien azcf dem Gebiete der 
Ch.emie" sowie dern ,,Schweizerischen Nationalfonds mi' Eorderung der wisscnschaftlichen 
Forschung", die mir die Ausfiihruiig dieser Arbeit ermoglicht, Iiahcn. 

B 11 s a m m e n f a s s u n g . 
Die in den1 ersten Teil dieser Rrbeit im Rahmen cter HeitZer- 

Rwzer-Verfahren abgeleitete Beziehung zur .Berechnung der Elektro- 
nenverteilung fur.Systeme, best'ehend aus einvalentigenhtomen, 7%-urde 
hier auf Systeme von mehrvalentigen Atomen erweitert. 

Universitaten Fribourg untl Ziirich. 




